Sciences de l'ingénieur Cours Lycée Pierre Mendeés France

Principe fondamental de la dynamique - P.F.D

L’objectif du cours est d’étre capable :

e déterminer les efforts (Forces, Moments de forces ou Couples) afin de satisfaire a des lois de vitesse ou lois
d’accélération de solides / systéme ;

e déterminer les accélérations (et par voie de conséquence les vitesses et positions) subies par un solide
/systéme connaissant les efforts extérieurs.

Enoncé du principe fondamental de la dynamique (P.F.D)

Le P.F.D [ est une extension de la deuxi¢éme loi de Newton a la différence qu’il va plus loin qu'un

raisonnement unique sur la somme des forces extérieures (X F.,; = X Fg_,g) appliquées a un solide /
systéme isolé. En effet il prend en compte également les moments et couples exercés sur un solide /
systéme.

Deuxiéme loi de Newton

E?:m-a_g)

Principe Fondamental de la Dynamique

Il se décline en deux théorémes :

—
e Théoréme de la Résultante dynamique : ©Fg , ¢ = m - ad (équivalent a la deuxiéme loi
de Newton)

—> _
Avec : ¥XFs_,gen N m en kg ac enm-s 2

ds
dt
Avec: XMy 5,5 en N-m [Ig(s)) en kg - m? @ enrad- st

e Théoréme du Moment dynamique : XM, 5,5 = [Ig(s)] -

[Ic(s)] : matrice d’inertie du solide en rotation dont I’axe de rotation passe par le centre de masse

“Principe Fondamental de la dynamique

1 Matrice d’inertie

La masse m seule ne permet pas de caractériser la difficulté & mettre un solide en mouvement ou a le ralentir.
Dans le cas particulier ot ce mouvement est une translation, la masse suffit, mais pour des mouvements
plus complexes, la répartition de cette masse sur le solide est a retenir.

La répartition des masses est caractérisée par deux quantités :

e le moment d’inertie

e le produit d’inertie

Ces deux quantités s’expriment en kg.m?.
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Dans le cadre du programme pré-baccalauréat, nous n’évoquerons
pas les produits d’inertie. Egalement, la rotation des solides sus-
ceptibles d’étre mis en mouvement ou ralentis par des actions mé-
caniques extérieures se fera par rapport & un axe passant par son
centre de gravité.

Remarque :

Le théoréme de Huygens permet z d bz
aisément de déterminer le moment
d’inertie d’un solide dont ’axe de
rotation ne passe pas par le centre

de masse. [IA(S)] - [IQ(S)] tm-d b1 Le centre de gravité G étant con-
avec m la masse du solide (kg) et d A fondu avec le point 0, origine du
la distance (m) par rapport a ’axe e — repére

passant par le centre de masse G.

\.

Une matrice d’inertie se caractérise par 6 paramétres nommés A, B, C, D, E et F et organisés de la maniére
suivante dans une matrice d’inertie :

A —-F —-F
Hoes)l = [las)l= | -F B —D
-F -D C

avec :

—

e A, Bet C: moments d’inertie du solide respectivement autour des axes Z, § et Z

e D, E et F : produits d’inertie.

Exemple de matrice d’inertie pour le cylindre de la figure [2]

En se reportant & I’annexe "Matrices de moments d’inertie", il est aisé de déterminer les moments d’inertie
selon que le solide tourne autour des axes T, i ou 2’

Matrice exprimée au point O

o5 1 &
—mR* +—mil 0 0
2™ 1o
Vo 1 ean
0 —mR* +—mli 0
2 12
] 0 mR?

cylindre creux : rayon R et longueur /

Moment d'inerfie Moment d'inerfie Moment d'inertie
sirotation selon Naxe x sirotation selon l'axe y si retation selon l'axe z
.. g, 1o,

Figure 1: Matrice d’inertie pour un cylindre creux
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Calculs de moments d’inertie

A partir de Pannexe "Matrices de moments d’inertie":

Application

Déterminer les moments d’inertie selon I'axe Z pour le solide figure [2]
Caractéristiques : m =2 kg, R=20cm,l=5m

Application

r
\.

Déterminer les moments d’inertie selon I'axe Z pour le solide figure [3]
Caractéristiques : m =2 kg, R=20cm,l=5m

Application

Déterminer les moments d’inertie selon I'axe i pour le solide figure [4]
Caractéristiques : m =2 kg, l, =40 cm, I, =10 cm, [, =5 cm

Application

e lequel s’arrétera le premier ?

E=4J7

Parmi ces trois solides selon les axe de rotations énoncés précédemment et en ne considérant uniquement
un couple de frottement identique pour chacun des trois solides (trainée négligée) :

e lequel nécessitera un couple plus élevé pour une accélération donnée ?

e a quelle vitesse de rotation d’étre amené chacun des solides pour stoker une énergie cinétique de

Figure 2: Cylindre creux

Figure 3: Cylindre plein

Figure 4: Cylindre creux
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2 Applications du principe fondamental de la dynamique

Application 1

On souhaite d_é)terminer la force Fy nécessaire a déplacer la masse mj selon le profil de vitesse ci-aprés. On
constate que Fp = As 1

‘Y
% -
= e :  os t(.s;

Figure 5: Application de théoréme de la résultante dynamique

Bilan des actions mécaniques (BAME)

X -—
A—> A As_.1 Action mécanique en A de 2 sur 1.
2-1 0 Bs_,1 Action mécanique en B de 2 sur 1.
0 .
. (#5:2) La composante X p représente la réaction Tangentielle (T) due
—18 au frottement de la piéce (1) sur le support (0)
By_,1 | 392 La composante Yp représente la réaction Normale (N) du sup-
0 port (0) sur la piece (1),
(Z,9,%)
0
o —
Pl —my-g P} Poids de la piece 1.
0
(Z,7,7)

Toutes les composantes sont exprimées en Newton

Positionner les actions mécaniques sur le schéma.
X4

—
En appliquant le théoréme de la résultante dynamique, déterminer la force A;_,; | 0 | pour satisfaire

a la loi de vitesse.
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Application 2
Bilan des actions mécaniques (BAME)

On souhaite déterminer 'accélération subie par le solide 1.

500 Xp T T
N —_ A k BO“ CNET
As1 | o et Bo1 | Y =|N 2- m1=100 kg
o) o) \o)
(#.7.7) (%.7.7) (#.7.2) —Pe

0
N A —
Pyl —mi-g B

S0
) 0]
(£.,9,%)

Toutes les composantes sont exprimées en Newton Figure 6: Application de théoréme de la résul-

tante dynamique

Les piéces est 1 et 2 sont en acier — coefficients de Coulomb ps = 0,18 et 4= 0,15

Complément : Loi de Coulomb

Les frottements secs sont modélisés par la loi de Couloumb.

L’effort tangentiel 7' se calcul de la maniére suivante :

‘?H =T = psg - Hﬁ” pour la force d’adhérence ;

‘7” =T=pu- Hﬁ” pour la force de frottement.

On définit un coefficient statique (pas de glissement) s et un coefficient cinématique p (ga glisse !)

Déterminer les composantes Xpg et Yp et les positionner sur le schéma.

Déterminer ’accélération subie par le solide 1.

Application 3

On souhaite déterminer I’accélération subie par le solide 1 au regard des forces mises en jeu.
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Bilan des actions mécaniques (BAME)

Considérons la voiture ci-dessous, poussée par un homme (h), a laquelle les forces suivantes sont exercées :

400
—
avec Ap_1 | —150
0 I
(#,9,2)
Xp Xc
— —
Bo_.1 | 5000 Co1 | 6772
0 0
(%,4,%) (#,4,%)
0
%
Pl —my-g
0 (Z,79,%) Figure 7: Application de théoréme de la résultante dy-

namique
Toutes les composantes sont exprimées en Newton
Les composantes Xp et X représente la résistance au roulement.

Les pneus qui équipent la voiture présentent un coefficient de résistance au roulement C,,. = 6 kg - tonne

En observant les composantes des actions mécaniques extérieures, déterminer les masses du véhicule
reprises par l’essieu avant et l’essieu arriére.

Déterminer les composantes X et X (on rappel que la résistance au roulement vaut R, = C,..- P )

En appliquant le théoréme de la résultante dynamique, déterminer ’accélération subie par le solide 1.

Utilisation du théoréme du moment dynamique

En utilisant le théoréme du moment dynamique, déterminer les distances Xgp et Xgo
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Application 4

On souhaite déterminer le couple moteur C, nécessaire a conférer au 4 0 0
volant d’inertie 2 (masse ms de 32 kg et de moment d’inertie exprimé par [Ie2] |0 2,11 0
la matrice d’inertie Igo figure |8]) pour atteindre une vitesse de rotation 0 0 2 11
Ny = 100 tr - min~ " en 10 secondes conformément au profil de vitesse ’

figure [0

Figure 8: Matrice d’inertie du
solide 2 pris en sont centre de masse.

:L Vue de coté Nx
..

/ (tr/min)
X N N 100
CEEEEEEEEY m A o B Cr
: Moteur —fe—p== =
e AY
P V< B L E ? X
B R

Figure 9: Application de théoréme du moment dynamique

Bilan des actions mécaniques (BAME)

Toutes les composantes sont exprimées en Newton-métre.

Les liaisons pivots sont supposées parfaites (pas de couple résistant de frottement).

L —— =
- BN Crnoteur—2 = Cp : Couple moteur (N - m).
Cmoteur—>2 - Cm 0
O g
(Z,9,2)
=5 = » . . "
e Cinecanisme—s2 = Cr : Couple résistant dii au mécanisme entrainé
Cmecanisme—>2 = Cr 0 (N . m)
0/ . .
(Z,9,%)

Déterminer le couple moteur C,,, nécessaire a assurer la cinématique imposée.

Utilisation du théoréme du moment dynamique

En utilisant le théoréme du moment dynamique, déterminer les actions mécaniques Ag_,1 et Bg_1
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Application 5

On désire déterminer le couple moteur C,, en A nécessaire a lever la lisse (1) selon la loi de vitesse figure

Schéma cinématique

(@]
(rad/s)

1,047

Figure 10: Application de théoréme du moment dynamique

Bilan des actions mécaniques (BAME)

Toutes les composantes sont exprimées en Newton-métre.

La liaison pivot en A présente un couple de frottement C,. (exprimer a la montée de la lisse).

La lisse (1) a pour masse m; = 4 kg et pour moment d’inertie T4, = 12 kg - m?

L
C - Cn (?)n o _o7
moteur—1 - m Cmoteur—)l = CYm : COUple moteur (N : m)
0 (#.9,%) =~
x,Y,z - : 3 Mo
0 Y Cmecanisme—2 = Cy : Couple résistant di au mécanisme entrainé
CpivotA =C; 0

Le centre de gravité Gy n’est pas situé dans la matiére en raison de la forme géométrique de la lisse. (unités
exprimées en métre).

. . (v
Son vecteur position est le suivant : Agy | 0,2
0

i

(%,9,7)

En appliquant le théoréme de la résultante dynamique, déterminer le couple moteur C,, nécessaire
pour assurer la loi de vitesse imposée.
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Géométrie des masses de solides homogénes

Corps homogéne de masse m €en‘rr§ Matrice d'inertie en (0,X,Y,Z)
d'inertie
1R+ L2 0 0
2 12
1 2,1
0 —mR* +—ml 0
centre 2 12
0 0 mR?
1nr?+ L2 0 0
4 12
1 2.1
0 —mR* +—ml 0
centre 2 12
0 0 %mRZ
cylindre plein : rayon R et longueur |
im(b2 +cz) 0 0
12
1 2 2
centre Em(a +C ) 0
1 2 2
0 —m(a +b )
fiA . 12
parallélépipede rectangle : coté a, b, ¢
2mR? 0 0
3
2 2
centre 0 ng 0
0 0 2mR?
3
ZmrR? 0 0
5
2 o2
centre 0 ng 0
0 0 2mRr2
5
sphére pleine : rayon R
2
3—m[R—+h2] 0 0
51 4
2
Zc _3h 0 smiR” h2 0
4 51 4
2
X 2 y 0 0 3mR%
cbne plein : rayon R, hauteur h 5 2




Corps homogéne de masse m

Centre

Matrice d'inertie

d'inertie
LRr2 + Lmn2 0 0
4 2
Zc _2h 0 Ior?+imnz o
3 4 2
0 0 LmR?
2
cbne creux : rayon R, hauteur h
2ZnR? 0 0
3
X
R 2 2
z =— 0 —mR 0
=3 3
0 0 2mR?
3
demi sphere creuse : rayon R
—m(b2 +c2) 0 0
N centre 0 —m(a2 +cz) 0
0 0 —m(a2 + b2)
ellipsoide : axes 2a, 2b, 2c
) Ima2 0 o
3
9 2
centre 0 —ma“~ 0
X
z 0 0 0
tige rectiligne : longueur 2a
y
1Rz Imr2 o
v
2R 1 2 1 >
—y. = —mR“ —mR 0
X Xc =Y n T >
0 0 mR?
@)
guart de cercle : rayon R
y
1z Lmab 0
_4a 4 21
X Cc = a-
3m L mab  L1ma2 0
Ye = 4b 2n 4
c=—
o 3m 0 0 “m(a+ b)2

quart de plaque elliptique : demi-axes
a b




Corps homogéne de masse m

Centre

Matrice d'inertie

d'inertie
y 1 mR2[q-Sin2e 0 0
“ 4 20
o) . _ 2 sina 0 1R (1+ sm20c)
3 o 4 20
0 0 1nR?
2
secteur circulaire : rayon R
Ab? 0 0
3
X
centre 0 —ma? 0
0 0 —m(a2 + b2)
rectangle : aet b
2 2
m a—+£ 0 0
2 8
2 2
a 5R
centre 0 —_—t— 0
2
) 0 0 m| a® +£
tore plein : rayons R et a
2 2
LR 0 0
2 4
2 2
a 5R
centre 0 m|—+— 0
x £
2
0 0 m(a2 + 32 ]
tore creux : rayons R et a
z
2 2
m b—+h— 0 0
20 10
X h 0 £+ﬁ
€74 20 10
mi/ » 2
X y 0 0 2—0(a +b )

pyramide : a, b, h
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